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����� �¢� � ��� 9��������� �¢�� �¢��������:� � ¤��¡��� �� ¥���� ¦¢����� � �� ����� ���� ��
� ����� �� �¢� �¢��������

χµ (τ)
�¡ �¢� ���� ��� ;���� ¨ <� ������ ����� �¢� ������������ �¡

�¢� = ������� ���������
L0

�� �¢� ��> ����� ������� � �¢�� ������ ��¡��� ����� �� ��� ¢�§ �¢�
�¢���� ������� �¡ �¢� �¢���� �� ����������� �� �¢� ����� �¡ ������ ¨ � � ���¢ � �¢�� ��� �¢� �����
�������� ����?� �¡ �¢� ����� ��������� ¡������� � ��� ¡��� �¢��� ?��§ ����� ��� ��� ���� �>
�� ���� �¢� ���¡��� �� §���¢��

hµ
��� �¢� ������� �¢����

c
�¡ �¢� �¢����¨ @��� � ��� � �¢��

������ ��� ��� ��� ���9���� �¢� � ������
S

 � ����© �¡ �¢� �¢����� ��� �¢�� �¢� ¡����� �����
��� =������� A� ¡������ ¨

£�������� �¢� ����� � ��� � �� ��? �� §¢�� �©���� ��� �¢� �¢�������� � � ��������� ¡���
�¢� ?��§ ����� �¡ �¢� ���¡��� �� §���¢�� � ������� �¢���� ��� ¡����� ����� ¨ ¦¢�� ��� �� ��� � ��
���§�� �¢�� 9������� ¨ �� ���� ������ ����������� �� �¢�� �¢� ¡����� ����� ���9���� ������ ���
S

� �� �� �� � ��� � � ���������� �¡ ��� ������� ��� � ������ �������� �¡ ���¢ ������ �� ±1BCD ¨ ¦����¢�� �
hµ, c

���
S

���9���� ������ ��� � ��������������
ρ

�¡ �¢� � ������ �����
SL2(Z)

¨ ¦¢� �¢��������
χµ

� �� � � ����� �� ���� � EFGHGEIJH KJEILH
X

�¢�� �� ¢���� ���¢��
�� �¢� ��� �� ¢��¡ � ���� � �����¡��� � ��������� ��

ρ
� ���   �� � �������� ����� � �� � � �©�������

�� µ������ M N ¢�� ���� ;���� ����� � ���� ��
τ = i∞ ¨ ¦¢�� �¢� ���� 9������� �� ª �� §¢��

�©���� �� �� �¢� � ������ ��������������
ρ

������ ��� �¢� �¢��������O ´� �©����� �¢�� �¢�
�¢�������� �¡ �� £¤¥¦ ��� ���9���� ������ ���� �� ��� � ������ �������������� ��� �¢�
�������� ���� � ∑

s<0 asq
s �¡ ���¢ �¢������� � �� �� � ��¢��� ��� � �������� ���� � ¨ ´� �¢�§

¢�§ �� ��������� ��� �¢������� ������� ���������� § ��¢ � ��������������
ρ

�¢�� �����;�� ��� �
������ ���������� ¢������ �� ��� £¤¥¦ ¨
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¦¢�� ��� �� �������� ��� ����� ������� � ������������ �¢�� §��¢ �©������ ¨ ¦¢� ¡����§ ��
��� �� B�D §��� ���� � ��� ������� ��� ���¢ ��� �������� ���¢ ¡���¢�� ¨ µ������ M ���������� �¢�
�������� ��� ��������¢�� �¢� �©���� �� §¢��¢ �¢� �¢�������� ��� ������ ���� ��

ρ
¨ µ������� �

�� � ������� � ¢�§ �� �©�������� ����� �¢� �¢������� ������� ����  �� ���� � �������� ¡���
ρ

¨
´� �������� �¢� ��� �� § ��¢ �§� �������� �©������ ª �¢� «��� ¬�� ��� ­���� � ����� ¨ ­�
�¢� �©������ ������������ � §� � ��� ¢���� ��� �¡ �¢� ¤������� � ������ µ����� � ��� B�D
�¡�� �¢� ������������ �¡ ���������� ��� ����������� � ��£­��� BQ�D �¡�� �¢� ������������
������ ��� � ������ ¡��� �� ��� µ������� B�D �¡�� �¢� �������� �¡ � ������ ��� ������ �� ¨

	 2 
5� 8��8�
� 4��4�������8��� ��5 ��� 7����87�
 ���8�

¬�� A� �������� � ;���� ��� �������� �������� � ��������������
ρ : SL2(Z) → GL(r, C)

�¡ �¢�
� ������ �����

SL2(Z)
¨ ­� �� ?��§� �¢�� ���¢ � �������������� �� ���������� �¢��������:��

�� �¢� ���� �¡ � �������
T = ρ

(

1 1

0 1

) ���
S = ρ

(

0 −1

1 0

) � §¢��¢ �����¡� �¢� ���������
S4 = 1���

STS = T−1ST−1 ¨ � � ����� �
Γ (N) §��� ������ �¢� � H��E��G � EL�� H� J�EJ �� �� HL�� �¡

�����
N

� � ¨� ¨

Γ (N) =
{(

a b

c d

)

∈ SL2(Z) | a, d ≡ 1 (mod N) and b, c ≡ 0 (mod N)
}

.
�M ¨Q�

´� A�� ������ ��
Wρ

�¢� �������� �¡
Cr ���������� �¡ �¢��� ������� �¢�� ��� ��������� �����

ρ
� � ¨� ¨

Wρ = {v ∈ Cr |Tv = Sv = v} � �� 〈., .〉 �¢� �������� ������ ������� ��
Cr � ��� ��

eµ�¢�
µ

 �¢ ���� ��� �¡ �¢� �������� ����� �¡
Cr � §¢���

µ
 �¢ ����� �� Q � ��� ��� ��¢��� � ¨

´� A�� ���� � ��������������
ρ : SL2(Z) → GL(r, C)

G�� ������J �¡ �� �����;�� �¢� ¡����§ ���
���������� ª

Q ¨ ker ρ
�� � EL�� H�J�EJ ���� HL�� � � ¨� ¨ �� ��������

Γ (N)
¡�� ��� � �������

N �
M ¨

T
�� �������� ���

S2 �� � � ���������� � ����© �§��¢ ���� ��� �� �¢� �������� �����
e1, . . . , er

�¡
Cr � ¨

���� �¢�� �¢� � ���������� ���������� ��
S2

�EFGH� J EL�� �� GI�L� � �� �� ����������
µ 7→ µ

�
�����

S4 = 1
¨ � ��� �

T
¢�� ;���� ����� ��� �����

N
� ������ �¡

Γ (N) < ker ρ
� ��� �� �� �¡ �¢�

¡���
T = exp (2πiΛ)

¡�� ��� � �������� � ����©

Λ =







λ1 ¨ ¨ ¨
λr






,

�M ¨M�

§¢���
0 ≤ λ1, . . . , λr < 1

��� �������� ���� ���   �¢� J�� L� J� I� �¡
ρ

  §¢��� ����� ������
������� �¢� �����

N
¨ < ������

S2 �������� § ��¢
T

� ��� ���� ¢��
λµ = λµ

¨ ¦¢�� � ���� �
�������� �� O �¢� ������ �¡ �¢���� ��� ������� � �¢�� �¢� �©� ����� �� �¢� ��� � ¡�� ���¢
���� ��� �¡ �� �����

ξ ∈ O ª §� A�� ������ ��
λξ

�¢�� ������ ����� ¨ ´� A�� ���� ��� �¢�
��������

eξ =
∑

µ∈ξ eµ
¡�� �� �����

ξ ∈ O ¨
­� �� ?��§� �¢�� �¢� �� ��� ��� ����� ����� ���������� ��� ��§��� �����;�� �� �¢� � ������

�������������� ���������� �� � £������� ¤��¡��� �� ¥���� ¦¢����¨ ­����� � �¢� ���� ��� ;����
�¡ �¢� £¤¥¦ ������� � ����������¢�� ����� �� §¢��¢

T
�� �������� ���

S2 �� � � ����������

P M P
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� ����© � §¢��� �¢� ; ��� ��� ����� ����� ��������� ¡����§ � ¡��� �¢� ������� �¡ BMD ¨ ¶ ��� ����������
�� �������� § ��� ¢��� ¡�� ������� ��� ��� �������� ���� � ������� �¡ =����© �� ������ � �������
��� ¶ ������ ¦����� ¤��������� ¨

¥�� �� ��� ����� �� ��������������
ρ : SL2(Z) → GL(r, C)

� §� A�� ������ �� M(ρ)
�¢�

����� �¡ ������ ������ ������© ¡��������
X : H → Cr §¢��¢ ��� ¢���� ���¢�� �� �¢� ��� ��

¢��¡ � ����
H = {τ | Im τ > 0} � �����¡� �¢� �����¡��� ����� ����

X

(

aτ + b

cτ + d

)

= ρ

(

a b

c d

)

X (τ)
�M ¨��

¡�� ��� (

a b

c d

)

∈ SL2(Z)
� ��� ¢��� ���� ;���� ����� � ���� �� �¢� ����� ¨ ¦� �©����� �¢�� ����

��������� � ���� �¢�� @9� ¨�M ¨�� ��� �M ¨M� ����� �¢��
q−ΛX (τ)

�� ��������� �����
τ 7→ τ + 1

�
��� �� � �� � � �©������ ���� � � �§�� ������ ��

q = exp (2πiτ)
ª

q−ΛX =
∑

n∈Z

X [n] qn ,
�M ¨C �

§¢���
X [n]∈Cr ¡�� ���

n
¨ ´� ��;��

PX =
∑

n<0

X [n] qn �M ¨��

�� ������ �¢� ��� �¡ �¢� �������� � �§��� �¡
q

�� �9 ¨ �M ¨C � � � ¨� ¨ �¢� �������� ��� ����������
���� �¡

X
¨ ¦¢�� �¢� ��9����� ��� �¡ ¢����� ���� ;���� ����� � ���� �� �¢� ����� � ����

�¢�� ���¢ ��������� �¡
PX

�� � � ������ ��� ��
q−1 ¡��

X ∈ M(ρ)
� � ¨� ¨ §� ��� � ������

� ��
P : M(ρ) → V

� §¢���
V = ⊕r

µ=1meµ
� ¡�� �¢� ���

m
�¡ ��� � ������ ���� ��

q−1 §��¢
�����¢��� �������� ���� ¨ ­� ¡����§ � ¡��� �¢� ����� ������� ��� �¡ £������� ¤��¡��� �� ¥����
¦¢����� �¢�� �¢� �¢��������

χµ(τ)
�¡ �¢� ���� ��� ;���� ¡��� � ������ �¢�� � ������ �� �¢�

����� M(ρ)
� §¢���

ρ
�� �¢� � ������ �������������� ���������� �� �¢� ����� � ���� ���� BM QD

¡�� � � ��� ������� ������ ���� ¨ �
¬�� A� ���� �¢�� �9 ¨ �M ¨�� �������

X (τ) = ρ

(

−1 0

0 −1

)

X (τ) ,

�� ��¢�� §���� ���
X (τ) ∈ M(ρ)

�� ��������� ����� �¢���� ��� �������
S2 ¨ ¦¢�� � ����

�¢�� �¢� �� ��� �¡
P

���� �� �¢� ��������
V+

�¡
V §¢��� ���� ���� ��� ��¡� ��������� ��

S2 ¨ ��������� �� ¡����§ � ¡��� �¢� £ ��� ��� £��¢ �¢����� ¡�� ������ ������� BQ�D ��� �¢�
����� ���� �� � ¨Q�P Q� �¡ BQ�D� � �¢��

im P = V+
� ����� �¢� ���������;�� � 9������� �¡ �¢�

��� �� ¢��¡ � ����
H

��
SL2(Z)

�� � ��¢��� ���� B�D ¡�� �������� ¨ � ����� �¡
V+

�� �������� ��
�¢� �������

q−m
eξ

� ¡�� ��� � ������� �������
m

���
S2 �����

ξ ∈ O ¨
¦¢� ?����� �¡ �¢� � ��

P
�� ���� ���� �� ������� � ¨ ­����� � ���� ��� �¢��

X ∈ M(ρ)
¢��

�����¢��� �������� ���� ª �¢�� ��� �¡ ��� ������ ���������� ��� ¢���� ���¢�� �� �¢� ��� ��
¢��¡ � ���� � ��������� �¢� ����� ������

SL2(Z)
��� � �� ��� ���� ��

i∞� ¨ µ���� �¢� ?�����
��� ���� �	
� 
 ���
��� ���
��� �	���� �� ��������
���� �����
� ���� 
 	
� ���� ������� �� �� ���� ��� �

P � P
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�¡
ρ

�� � ���������� �������� � �¢� ���������� �¡
X

��� ¢���� ���¢�� ¡�������� �� �¢�
������� £ ��� ��� ���¡���

H/ ker ρ
���¡��� �:�� ��

ker ρ
� ¢���� �¢�� ��� ��� �������� ¨ <��

�¢�� �������� ������
X

�¢���� ���� �����¡� �9 ¨ �M ¨�� � ��� �¢�� �� �¢���� � ����� ��
Wρ

� �¢�
��������� �������� �¡

ρ
¨ ¦¢�� �¢�§ � �¢��

ker P = Wρ
� ��� �� �¢�� ;���� ��� �������� �����

C
� ¨ ¦¢�� � �¢� ������� � �� M(ρ) /Wρ → V+

�� � �� ������ ¨
¦¢� ������ � �¡ �¢� �� ��� �������������� �� �¢�� ��� ���� ���

v ∈ V+
������ ���� �

���9�� �����
X ∈ M(ρ) /Wρ

���¢ �¢��
PX = v

¨ ´� A�� ������ ��
X(ξ;m) �¢� ����� ¡�� §¢��¢

PX(ξ;m) = q−m
eξ

¨ µ���� �¢�
q−m

eξ
¡��� � ����� �¡

V+
� �¢� ������

X(ξ;m) ¡��� � ����� �¡
�¢� ������ ����� M(ρ) /Wρ

� §¢��¢ §� A�� ���� �¢� EG�L��EG � �G��� ¨ ��� � ��� ������� § ��� � �
�� ������ ��� �©�������� �¢�

X(ξ;m) ¡�� � ����� ��������������
ρ

¨
µ������� �� ��? ��� � �¢� ��������� ����� �������

X(ξ;m) ��� ��� ���� ���� �¡ M(ρ)
� ���¢���¢

�¢�� ��� � ����� �� �� � ����� �¢��� ¬������ �©�������� ��� ���������� ������ ���� �� ��
�������� �¡ � �������� ���� ¡���

Wρ
¨ ¦� ������¡� �¢� ������� ������������ � §� A�� � �?�

�¢� ���������� �¢��
Wρ = 0

ª �¢ �� �� ��� ���� �¡ ���������� �� ����� ���� ������� �� �¢�
���� �� ������� ��� �������¨ ¦¢� ������� ���� ��� � � §��?�� ��� § ��¢��� �� � ���¢ �>��� ¨
­����� �

Wρ = 0 §��� ����������� ¢��� � �����
Wρ 6= 0

��� ���� ����� §¢�� ��� �
λµ = 0

��
�9 ¨ �M ¨M� ¨ � ¡�� ����� �©����� §¢��

Wρ 6= 0
�� �������� �� �¢� ������� ��� ��� ��������

ρ
 

� ¨� ¨ �¢�
c = 24

�¢������ § ��¢ ���� Q ���� ��� ;��� ¢��� ��������� �¢������� � �� �� �� ��������
�������� �§¢��¢ ������ �¢� ���� �� �¡ ����  Q ;����� ������� ¡��� � �� QQM� BM�D ¨

� 2 ��� � �6��� �56 
 ��5 ��� 4�764�8�� 4� 
��8���

��������� �� �¢� ������� �¡ �¢� �������� ������� � �¢� ����� M(ρ)
�� �� ��;���� ��� ��������

������ ����� ����
C

¨ ­� ���������� � �¢� ���� ����
X(ξ;m) �¡ �¢� ��������� ����� ��� ��������

����� ������ � ��� �¢�� ��� ����� ���� ����� �� ��;���� �� ���� �¡ ���� �� ������� � �¢�
��������� �¡ M(ρ)

¨ � � �� ����� ��� � �¢� ��������� �� ���¢ � ����� � ��� �¢�� �� ������� �� �¢�
�©������� �¡ �¢� � ����� ����

J
��� �������� ���������� ¡��

SL2(Z)
¨

­����� � §¢��
ρ

�� �¢� ������� ��� ��� �������� �������������� �¡
SL2(Z)

� �¢� ����� M(ρ)�� ?��§� BQ � Q�D �� � � �¢� � ������ ��� �������
C [J ]

� §¢���
J

�� �¢� � ����� ���� �¡
SL2(Z)

�
� ¨� ¨ �¢� ���9�� ¢���� ���¢�� ¡������� ��

H
�¢�� �� ��������� ����� �¢� ������ �¡

SL2(Z)
� � ¨� ¨

�����;�� �¢� ¡��������� �9������

J

(

aτ + b

cτ + d

)

= J (τ)
�� ¨Q�

¡�� ��� (

a b

c d

)

∈ SL2(Z)
� ��� §¢��� ¬������ ������ ������

q = 0
�����

J (τ) = q−1 +

∞
∑

n=1

c (n) qn .
�� ¨M�

´� ���� �¢�� �¢� ���� ������
c (n)

�¡ �¢� ¬������ �©������� ��� ��� � ������� �������� ������
J

�� �¢� �¢������� �¡ �¢� ¶ ����¢��� � ������ � �9��� �� �¢� ��� ������� �¡ �� ���;� �������� 
������� �¡ �¢� ¶ ������ � �¢� ������� �� ������ ������ ����� B�D ¨

¦¢� ��� ������� �¡ �¢� � ����� ����
J

¡�� ��� �������������� ���� � ¡��� �¢� ¡��� �¢��
¡�� �� ��� ����� �� ��������������

ρ
��� ���

X ∈ M(ρ)
� �¢� �������

JX
�� ����� �� ���� ���

P C P
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�¡ M(ρ)
¨ ­� ��¢�� §���� � �¢� ������ ����� M(ρ)

�� � � ����� ���� �¢� � ������ ��� �������
C [J ]

¨ ¦¢� ��� ��������� ������ �� �¢�� �¢�� � ����� �� ;������ ��������� �� �¢�
X(ξ;1) � ¨ ¦�

��� �¢�� � ��� A� �������� �¢� �������
JX(ξ;m) ¨ µ���� �¢� � ��

P
�� ������ � �¢� ?��§ ����� �¡ �¢�

¬������ �©�������� �¡
J

���
X(ξ;m) ������ ���� �¢� �������� ���� �¡ �¢� ������� � ��� �¢��

�� �����¢ �� ������ ���
JX(ξ;m) ���9���� �� � ����������� �¡ �¢� ��������� ����� ������� ¨

­� ���������� � ¡��� �9 ¨ �� ¨M� ��� �¢� ¬������ �©�������

q−ΛX(ξ;m) = q−m
eξ +

∞
∑

n=0

X(ξ;m) [n] qn �� ¨��

��� ����

P

(

JX(ξ;m)
)

=

(

q−(m+1) +
m−1
∑

n=1

c (n) qn−m

)

eξ + q−1X(ξ;m) [0] ,
�� ¨C �

¡��� §¢��¢ ��� ����� �> �¢� ¡����§ ��� ��������� ��������

JX(ξ;m) = X(ξ;m+1) +
m−1
∑

n=1

c (n) X(ξ;m−n) +
∑

η∈O

1

|η|
〈

X(ξ;m) [0] , eη

〉

X(η;1) ,
�� ¨��

§¢��� |η| ������� �¢� �����¢ �¡ �¢� �����
η ∈ O �§¢��¢ �� ���¢�� Q �� M � � ������ �¢����

��� ������� �� �� ���������� � ¨ ¦¢�� � �� � � ���������� ��

X(ξ;m+1) = JX(ξ;m) −
m−1
∑

n=1

c (n) X(ξ;m−n) −
∑

η∈O
X (ξ;m)

η X(η;1) ,
�� ¨��

§¢��� §� ¢��� ���������� �¢� ��������

X (ξ;m)
η =

1

|η|
〈

X(ξ;m) [0] , eη

〉

.
�� ¨��

¤������� �9 ¨ �� ¨�� ��� �¢� ?��§ ����� �¡ �¢�
X(η;1) � ¡�� ���

η ∈ O ����§ � �� ������� �¢�
��������� ����� ���� ����

X(ξ;2) � ��� ����������� ���
X(ξ;m) � ¡��

m > 1
� �� ������ ������������

�¡ �¢�
X(η;1) � � § ��¢ �� �� ������ §¢��¢ ��� � ������ ���� ��

J
� ������� �¢� ����� �¢�� M(ρ)

�� �
;������ ���������

C [J ]
 � ����� ¨ � ��� �¢�� �¢� ¡��� �¡ �¢� ��������� ��������� �9 ¨ �� ¨�� ����

��� ��� ��� �©�������� �� �¢� ��������������
ρ

� ���� ����������� �¢����¢ �¢� ������ X (ξ;m)
η

��¡
������ � �¢� ������ ��� ������ ���� ��

ρ
� ¨

� 2 � 8������8� ��48�� ��5 ��� 58��4���8�
 4� 
��8���

­� �� � §��� ?��§� ������ �¡ �¢� �¢���� �¡ � ������ ¡��� � �¢�� ��� � ��>�������� �� �������
� �� ������� ¡��� � �� � ������ ¡��� � ¨ ­� �¢� ������� �����©� � ����������� ������ ��>��������
�� ������� � �� � � ¡���� �¢�� � �� �¢� ����� M(ρ)

�� �����¡ � ��������� �� § ��¢ ��>��������
��������� � ��§��� �¢� ��> ����� ���� ���� �¡ �¢� ��������� ����� ¨
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¦� � ���� § ��¢ � ��� A� ������ �¢� ��;������ �¡ �¢� ����� ���:�� � @ ��������� ������ ��� �¢�
������� ����� ¡��� BQ � � � Q�D ¨ ¥�� � � ������� �������

k
���

σk (n)
������ �¢� ��� �¡ �¢�

k
 �¢

� �§��� �¡ �¢� ��� ����� �¡ �¢� �������
n

� � ¨� ¨

σk (n) =
∑

d|n
dk .

�C ¨Q�

¦¢� @ ��������� ������ �¡ §���¢�
2k

��

E2k(τ) = 1 − 2k

Bk

∞
∑

n=1

σ2k−1 (n) qn ,
�C ¨M�

§¢���
Bk

������� �¢�
k
 �¢ < �������� ���� �� � ���

q = exp (2πiτ)
�� ����� ¨ ¥��

1 ≤ k ≤ 5�¢� �� �� ����� −2k/Bk
�9���� −24,+240,−504,+480,−264

� ���� ��������¨
¦¢� @ ��������� ������ ��� ¢���� ���¢�� �� �¢� ��� �� ¢��¡ � ���� ��� �� �¢� ����� � ��� ¡��

k > 1
�¢�� ��� � ������ ¡��� � �¡ §���¢�

2k
� � ¨� ¨ �¢�� �����¡� �¢� �����¡��� ����� ����

E2k

(

aτ + b

cτ + d

)

= (cτ + d)2k E2k (τ)
�C ¨��

¡�� ��� (

a b

c d

)

∈ SL2(Z)
¨ ¦¢��� ��� � ��� ��������� �� ��� �¢� @ ��������� ������ � � ¨� ¨

E8 = E2
4

�C ¨C��

E10 = E4E6 .
�C ¨C� �

¦¢� ������� ����� ¡���
∆

�� ��;��� �� �¢� ��;���� �������

∆(τ) = q

∞
∏

n=1

(1 − qn)24 .
�C ¨��

­� �� � ���� ¡��� �¡ §���¢� QM � � ¨� ¨ �� �� ¢���� ���¢�� �� �¢� ��� �� ¢��¡ � ���� � ¢�� � �; ���
������ :��� �� �¢� ����

τ = i∞ � ��� �����;��

∆

(

aτ + b

cτ + d

)

= (cτ + d)12 ∆ (τ)
�C ¨��

¡�� ��� (

a b

c d

)

∈ SL2(Z)
¨ ­� �� ������� �� �¢� @ ��������� ������

E4
���

E6
�� �¢� ¡������

1728∆ = E3
4 − E2

6 .
�C ¨��

�� ��������� ���� ���� �¡
∆

�� �¢�� �� �� ��� A� �����¢ �� �¢� ��� �� ¢��¡ � ����
H

¨
¥ ������� ��� A� ���� �¢�� �¢� � ����� ����

J
� �� � � �©������� �¢����¢ �¢� �� ��� 9��� 

������ ��

J =
E3

4

∆
− 744 .

�C ¨��

¬�� A� �������� �¢� ������ ��> �������� �� ������

∇ =
E10

2πi∆

d

dτ
.

�C ¨��

P � P
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¦¢�� �� ������ � ��� �¢� ����� M(ρ)
�� �����¡ ¨ ­����� � ����� �¢� �����

E10/∆
�� ¢���� ���¢��

��
H

� § ��¢ � ; ��� ����� � ��� ��
τ = i∞ � �� ¡����§ � �¢�� ∇X

�� ���� ¢���� ���¢�� ��
H

��� ¢��
���� ;���� ����� � ���� ��

τ = i∞ ¡��
X ∈ M(ρ)

¨ �� �¢� ��¢�� ¢��� � ��> ����������� � ��¢
����� �¡ �9 ¨ �M ¨�� � ��� ��? ��� ���� ������� �¢� �����¡��� ����� ����� @9� ¨�C ¨�� ��� �C ¨�� � ���
����

∇X

(

aτ + b

cτ + d

)

= ρ

(

a b

c d

)

∇X (τ) ,

�¢�§ ��� �¢�� ∇X ∈ M(ρ)
� �� ����� �� ¨

¦¢�� ������ ����§ � �� ������ �; ��� ������ ��>�������� ��������� � ��§��� �¢� ��������� �����
�������

X(ξ;m) ¨ ¦� ���������� �¢�� � ���� � ��� A� ����� ∇ �� �¢� ¬������ �©������� �9 ¨ �� ¨�� �¡
�¢� ��������� ����� ������

X(ξ;m) ¨ � ������¢�¡��§��� ����������� �¢�§ � �¢��

P

(

∇X(ξ;m)
)

= (λξ − m)
m−1
∑

n=−1

Enqn−m
eξ + q−1

∑

η∈O
ληX (ξ;m)

η eη ,
�C ¨Q��

§¢��� X (ξ;m)
η

�� �¢� �������� � ����© ���������� �� �9 ¨ �� ¨�� � ��� �¢� �������� En
��� �¢�

¬������ �� �� ������ �¡
E10/∆

ª

E10

∆
=

∞
∑

n=−1

Enqn = q−1 − 240 − 141444q − 8529280q2 + · · · .
�C ¨QQ�

µ���� �¢� �������� ���� ������ ���� �¢� §¢��� ������ � �� ¡����§ � ¡��� �9 ¨ �C ¨Q�� �¢��

∇X(ξ;m) = (λξ − m)

m−1
∑

n=−1

EnX(ξ;m−n) +
∑

η∈O
ληX (ξ;m)

η X(η;1) .
�C ¨QM�

­� ���������� � ¡��
m = 1

�9 ¨ �C ¨QM� ������� ��

∇X(ξ;1) = (λξ − 1)
(

X(ξ;2) − 240X(ξ;1)
)

+
∑

η∈O
ληX (ξ;1)

η X(η;1) .
�C ¨Q��

<��
X(ξ;2) �� ������ ���� �� �¢� ��������� �������� �9 ¨ �� ¨�� � �� � ������ ����������� �¡ �¢�

X(η;1) � ¨ µ����������� ��� �©�������� ���� �9 ¨ �C ¨Q�� ����� ��

∇X(ξ;1) = (λξ − 1) (J − 240) X(ξ;1) +
∑

η∈O
(1 + λη − λξ)X (ξ;1)

η X(η;1) .
�C ¨QC �

¦¢�� §� ��� � ������ �¡ ; ��� ����� ������ ��>�������� �9������� �����;�� �� �¢� ���������
����� �������

X(ξ;1) � §¢��¢ � �� � � ��§������ ��

1

2πi

dX(ξ;1)

dτ
=

∑

η

Dξ
η (q) X(η;1) �C ¨Q��

���� ����������� �¢� �9���� � ����©

Dξ
η (q) =

∆

E10

{

(J − 240) (λξ − 1) δξ
η + (1 + λη − λξ)X (ξ;1)

η

}

.
�C ¨Q��

P � P
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���� �¢�� �¢�� � ����© �� � ���� ���¢�� �� �¢� ��� �� ¢��¡ � ���� ��� ¢�� ; ��� ����� � ���� ��
τ = exp (2πi/3)

���
τ = i

� � ��� ¢���� ���¢�� �� �¢� ����
τ = i∞ � � ¨� ¨ �� ¢�� � ¬������

�©�������

Dξ
η (q) =

∞
∑

n=0

Dξ
η [n] qn �C ¨Q��

§��¢��� �������� � �§��� �¡
q
¨ ¦¢� ; ��� ¡�§ ���� ������ �¡ �¢� �� ��� �©������� ����

Dξ
η [0] = (λξ − 1) δξ

η

Dξ
η [1] = (1 + λη − λξ)X (ξ;1)

η

�C ¨Q��

Dξ
η [2] = 338328 (λξ − 1) δξ

η + 240 (1 + λη − λξ)X (ξ;1)
η .

� �>�������� �9������� �� ���� �� �¢� �¢�������� �¡ £ ������� ¤��¡��� �� ¥���� ¦¢������ ¢���
� ��� ������� ����§¢��� � §¢��� �¢�� ¢��� � ��� ���� ¡�� � ¨� ¨ ������;������ ���� ���� ���
�������� � ��������� ���� BQ� � M QD � ���� ¨� ¨

¦¢� ��>�������� �9������ �9 ¨ �C ¨Q�� � ������� ����� § ��¢ �¢� � ������� ����������
P

(

X(ξ;1)
)

= q−1
eξ

���
X(ξ;1) [0] =

∑

η X
(ξ;1)
η eη

� ����§ � �� ������� �� �� ������ ��� ����� 
������ �¢� �� �� ������

X(ξ;1) [n]
¡��

n > 0
¨ ­����� � ������������ ���� �9 ¨ �C ¨Q�� �¢� �©��������

@9� ¨�C ¨Q�� ��� �� ¨�� � ��� ��? ��� ���� ������� �¢�� 1
2πi

d
dτ = q d

dq

� ��� ���� � �¡��� ���������
� �§��� �¡

q
� �¢� ��������

(n + 1 − λξ + Λ) X(ξ;1) [n] =
∑

η∈O

(

Dξ
η [n + 1] eη +

n
∑

m=1

Dξ
η [m] X(η;1) [n − m]

)

.
�C ¨Q��

¥�� �©����� � �¡��� ��� � ���������� ���� �¢� �� ��� ¡������ ����� ¡��
n = 1

X(ξ;1) [1] =
∑

η

Dξ
η [2] +

∑

ν (1 + λν − λξ)X (ξ;1)
ν X (ν;1)

η

2 + λη − λξ
eη ,

��� ��� ���� �©��������� � �� � � �������� ¡�� �¢� ¢��¢�� ���� � ¨ ¦¢�� � ���� �¢�� �¢� ?��§ � 
���� �¡ �¢� �©� ������ ��� �¡ �¢� � ����© X (ξ;1)

η
�¡ �9 ¨ �� ¨�� ����§ � �¢� �©������ �����������

�¡ �¢� ��������� ����� �������
X(ξ;1) � ��� ¢����   ��� �¢� ��������� ��������� �9 ¨ �� ¨��   �¡ ���

�¢� ���� ���� �¡ �¢� ��������� ����� ¨

� 2 3���48���� ��5 7���48����

¦¢� ������ �¡ ���������� ��� ���������� ��?� ¨ �9��������� � ������ ��� � ���� §��� � ��� ��
��������� ���� �� §¢�� ¡����§ � � �� ��� A� �?���¢ �¢��� ��;������ ¨ ¤������� �¢� � ������ ���
������� ��

r
���������

R = C [x1, . . . , xr]
ª �� ���¢ � ����©

A ∈ GL(r, C)
�� ���������� �¢�

������� � ��

Â : R → R
�� ¨Q�

xi 7→
∑

j

Aijxj .
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­¡
G

�� � �������� �¡
GL(r, C)

� �� ��������� �¡
G

�� � � ������ ��� I∈R
��¡� ;©�� ��

Â¡�� ���
A∈G

¨ ¦¢� ���������� �¡
G

¡��� � �������

Inv (G) =
{

I ∈ R | Â (I) = I for all A ∈ G
} �� ¨M�

�¡ �¢� �������
R

� §¢��¢ ��¢����� �¢� ������� ������� ¡���
R

¨ ­� �� ?��§� �¢�� ����� � ���
���������� �� ¨� ¨ �¡

G
�� �������� ���������� �¢� �������

Inv (G)
�� ;������ ��������� BQ�D ¨

� ��������� �¡ �¢� ��������
G < GL(r, C)

�� �� ������� � ��
φ : R → R

���¢ �¢��
Â ◦ φ = φ ◦ Â

¡�� ���
A ∈ G

¨ ¦¢� ��� �¡ ���������� �¡
G

�� ������ �� ������ ��� �������
� ���� ��� � � ������ ¡��� ��� � ������ ����� ����

C
� �� � ������� �

Inv (G)
������ � ����� ¡��

� ���������
φ

��� �� ��������� I �¢� � �� Iφ : xi 7→ Iφ (xi)
�� ����� � ��������� �¡

G
¨

¤��������� �¡ ������ � ��� ������� �� �¢� ��������� �¡
G

ª ������ � �¡
φ

�� � ���������
�¡ ������ � � �¢�� �¢��� �© ���� ��

r
 �� 

r
� ����©

M
���¢ �¢��

φ (xi) =
∑

j Mijxj
�� ������

φ¢�� ������ �� � ���
AM = MA

¡�� ���
A∈G

�� ������
φ

�� � ���������� ¨ ¤���������� ¡�� �
� ����©

M
�� �¢� ��������� �¡

G
� �¢� � ��

φ : xi 7→
∑

j Mijxj
�� � ��������� �¡ ������ � ¨

<� �� ��������� ����������� �¡ � ;���� ��� �������� � ����© ��������������
ρ

�¡
SL2(Z)

�
§� A�� � ��� �� ��������� ����� ¨ ���������� �¡ �¢� �� ��� �¡

ρ
¨ ¦¢� ��� ������� �¡ ����������

���� � ¡��� �¢� ¡��� �¢�� ¡��
X∈M(ρ)

���
φ

� ��������� �¡
ρ

� ��� ¢��
φ (X)∈M(ρ)

� �����
φ (X)

�� ¢���� ���¢��   � ���� � � ������ ��� �©�������� �� ¢���� ���¢�� ¡��������   � ¢�� ����
;���� ����� � ���� �� �¢� ����� � ��� �����¡��� � ��������� �� �¢� ��������������

ρ
¨ µ�� �������

�¡ I �� �� ��������� ���
X∈M(ρ)

� �¢�� I (X)∈C [J ]
� � ������ �� �� ¢���� ���¢�� � ¢�� ����

;���� ����� � ���� �� �¢� ����� � ��� �� ��������� ����� ��� � ������ �����¡��� ������ ¨

� 2 
 ��4��5��6� ���� �
� � ��� �������� � �5� 


­� �¢� ������� ������� §� A�� ���������� � �� �¢� �©����� �¡ �¢� «��� ¬�� � ���� � ¢�§ �¢�
������� �¡ �¢� �������� �������� � �� � � ���� �� ������ ��� �©�������� �¢� ���� ����

X(ξ;m) �¡
�¢� ��������� ����� �¡ M(ρ) /Wρ

� ��� ¢���� ��� ��������� �� �9 ¨ �M ¨�� ¢���� ���¢�� ��
H

���
� ���� ���¢�� �� �¢� ����� ¨

¦¢� «��� ¬�� � ���� �� �¢� = ������� � ���� �� � ����
M (5, 2)

�¡ ������� �¢����
c = −22

5

¨
­�� �©� ������ ���

(

λ1

λ2

)

=
1

60

(

11

59

)

,

§¢��� ��� µ � ����© �����

S =

√

2

5 +
√

5

(

1 1+
√

5
2

1+
√

5
2 −1

)

.

¦¢� ������� ������ ��������������
ρ

�� ��� ����� �� ������ �� ��� �� ¡��� �� £¤¥¦ � � ¢�� �������
�¢���� ��� ������� � ��� ������� ��������� ��������

Wρ = 0
¨

¦¢� � ��

φ : C [x1, x2] → C [x1, x2]
�� ¨Q�

(

x1

x2

)

7→
(

p (x1, x2)

p (x2,−x1)

)

P � P



J
H
E
P
0
2
(
2
0
0
6
)
0
0
5

�� � ��������� �¡ ������ C� � §¢���

p (x1, x2) = x49
2 − 114464x10

1 x39
2 − 1586424x15

1 x34
2 − 4273878x20

1 x29
2

+ 3491397x25
1 x24

2 − 559580x30x19
2 + 952812x35

1 x14
2 − 14063x40

1 x9
2 + 294x45

1 x4
2,

�� ¨M�

§¢���
I = x1x2

(

x10
1 + 11x5

1x
5
2 − x10

2

) �� ¨��

�� �� ��������� �¡ ������ QM ¨
¬�� A� ���� �� �¢� ����������� �¡ �¢� ��������� ����� ¨ <� ��;������ �

X(2;1) ¢�� � ¬������
�©������� �¡ �¢� ¡���

X(2;1)(τ) = qΛ

(

a0 + a1q + · · ·
q−1 + b0 + b1q + · · ·

)

,
�� ¨C �

§¢��� �¢� �� �� ������
a0, b0, . . .

¢��� �� � � ������ ���� ¨ ­�������� �¢�� �©�������� ����
�9 ¨ �� ¨�� � §� ¢���

I
(

X(2;1)
)

= −a0 +
(

11a6
0 − 11b0a0 − a1

)

q + · · ·
�� ¨��

¦¢�� � ���� �¢�� I
(

X(2;1)
) �� ¢���� ���¢�� ��

q = 0
� ¢���� �� �¢���� � � � �������� � � ¨� ¨

�¢� ���� ������ �¡ �¢� � ������� � �§��� �¡
q

�� �¢� �©������� �9 ¨ �� ¨�� �¢���� �����¢» ¨ ­�
���������� � ��� ¢��

a1 = 11a0

(

a5
0 − b0

)

,
�� ¨��

a2 = 727a11
0 − 781b0a

6
0 + (66b2

0 − 11b1)a0 .
�� ¨��

�� �¢� ��¢�� ¢��� � � ������
φ

�� � ��������� � §� ?��§ �¢��
φ

(

X(2;1)
) � ������ �� M(ρ)

¨
­�������� �9 ¨ �� ¨C � ����

φ
� ��� ����

φ
(

X(2;1)
)

= qΛ

(

q−1 + 49b0 + (1176b2
0 + 49b1 − 114464a10

0 )q + · · ·
294a4

0q
−1 + 26999a9

0 + 294b0a
4
0 + · · ·

)

,
�� ¨��

¡��� §¢��¢ ��� ����� �>

φ
(

X(2;1)
)

= X(1;1) + 294a4
0X(2;1) �� ¨��

�� ��������� �¢� �������� ����� ¨ ¦¢�� ����� �� ���� �� �¢� ¡����§ ���
q
 �©������� � ��? ���

���� ������� �9 ¨ �� ¨��

X(1;1)(τ) = qΛ

(

q−1 + 49b0 − 294a5
0 +

(

1176b2
0 + 49b1 − 117698a10

0 + 3234b0a
5
0

)

q + · · ·
26999a9

0 +
(

3413445a14
0 − 1592941b0a

9
0

)

q + · · ·

)

.

�� ¨Q��

����� �	
�
a0 = 0

�
 ��� ��

���� � 
���� �� � �� ��� ����� �	�� ����� �	
� �	� � �
� ��������� ��
X(2;1)�
��
	�
 �������
���� �	��	 �
 ������
��� �� � ��	 �� � �� ��� �
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���� �¢�� ¡��� �¢� �� ��� §� ��� ���� �> �¢� ������� �¡ �¢� � ����© �¡ �9 ¨ �� ¨�� ª

X (ξ;1)
η =

(

49(b0 − 6a5
0) 26999a9

0

a0 b0

)

.
�� ¨QQ�

¦¢�� �¢�§ � �¢�� � �¢���� §� ?��§ �¢� ������ �¡
a0

���
b0

� §� ����� ������� �¢�
q
 

�©������� �¡ �¢�
X(ξ;1) � ����������� ��� �9 ¨ �C ¨Q�� ¨ ¦� ������ ��� �¢��� ����� ����� � ��� A�

���� �¢� �©�������� �9 ¨ �� ¨C � ���� �9 ¨ �C ¨QC � � ��� �9���� �¢� �� �� ������ �¡ �¢� ��������
���� � �� ���¢ ���� ��¢� �� �� ������ �¡ �¢� ��������

q
��§��� ��� �9��� �� ������������ � �

§¢��¢ �����

72a6
0 − (24b0 + 48)a0 = 0 ,

�� ¨QM��

−26999

5
a10

0 − b2
0 − 240b0 + 2b1 +

28194

5
= 0 ,

�� ¨QM� �

§¢��¢ ��� � � ������ �� ���� ������� �¢��
a0 6= 0

�

b0 = 3a5
0 − 2 ,

�� ¨Q���

b1 =
1

5

(

13522a10
0 + 3540a5

0 − 15287
)

.
�� ¨Q�� �

@9������ �¢� �� �� ������ �¡ �¢� ���� � ������ ��
q
� ��� ��? ��� ���� ������� @9� ¨�� ¨Q��� ���

�� ¨Q�� � � ��� ����

−373248

5
a11

0 +
373248

5
a0 = 0 ,

�� ¨QC �

1324812

5
a15

0 − 9654708

5
a10

0 − 2837277

5
a5

0 + 3b2 +
11167158

5
= 0 ,

�� ¨Q��

¡��� §¢��¢ ¡����§ � �¢��
a10

0 = 1
� � ¨� ¨

a0
�� � ����¢ ���� �¡ �����¨ ¦¢� ��¢�� �©�������

���� ������ � �� � � �©������� �� ���� � �¡
a0

ª

b0 = 3a5
0 − 2

a1 = 22a0(1 − a5
0)

b1 = 354a5
0 − 353

�� ¨Q��

a2 = a0(3125 − 3124a5
0)

b2 = 100831a5
0 − 100830

��� �� �� ¨
� �� �� ��� � §� ��� Q� ��> ����� � ����� ������� ¡��

X(2;1) � ��������� �� �¢� ������� ����� �¡
a0

¨ ���� ��� �¡ �¢��� ���� ����� ��� �������� ������� � � ¨� ¨ ���� ��� �¡ �¢�� �����¡��� �
��������� �� �¢� ��������������

ρ
ª �� ��� � � �������� �� � ¨� ¨ ������ ����� �¢� ������� ������

�������� �¡ �¢� ��> �������� �9������ �9 ¨ �C ¨Q�� � ��� �¢��? ��� ��� �����¡��� ����� ��§ �����
τ 7→ − 1

τ

¨ <�� �� ��� ���� �¢��� �� � �¢������ ª �¢� �¢������� ������ �¡ �¢� «��� ¬�� � ���� ¢��
� ; ��� ����� � ��� �� ��� ������ ��������� � � ¨� ¨ �� �9����

X(2;1) � ��� � ���� � �¢������� ������ �
���

q
 �©������� ���� ������ ��� ��� ��� �������� �������� �� ���� ���������� ������ ��������� ¨ ­�

���������� �
a0

�¢���� � � � ��� �������� ������� ª �¢� ���� Q� �¢ �� �� �¡ ����� �¢�� �����;��

P QQ P
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�¢�� ��
a0 = 1

¨ ­����� � § ��¢ �¢�� ����� �¡
a0

§� ��� �¢� ¡����§ ���
q
 �©�������

X(2;1)(τ) = qΛ

(

1 + q2 + · · ·
q−1 + 1 + q + q2 + · · ·

)

,
�� ¨Q��

���������� �¢� §��� ?��§� ������ ¡�� �¢� �¢������� ������ �¡ �¢� «��� ¬�� � ���� ���� � ¨� ¨
BQ�D� ¨ ¥��� �¢�� ��� �9 ¨ �� ¨Q�� ��� ����

X(1;1)(τ) = qΛ

(

q−1 − 245 − 113239q − 6029989q2 + · · ·
26999 + 1820504q + · · ·

)

.
�� ¨Q��

���� �¢�� �¢�� ������ � � �¢� �¢������� ������ �¡ � £¤¥¦ � ����� ��� � �¡ ��� �©�������
���� ������ ��� �������� ��¢���¢ ����� ��������� ¨ ¦¢�� �¢�§ � �¢�� �¢� � ������ ��������������
�� �� £¤¥¦ ���� ��������� �¢� �������� ����

PX
�¡ �¢������� ������� �� ¨� ¨ �¢� ���¡��� ��

§���¢��
hµ

� �� � ������� ��� §��¨ ¦¢��� ����������� �� ¡�� � ����� �¢� ���9������ ∑

µ(hµ −
c/24) ≤ r(r − 1)/12

�¡ BQ�D � §¢��¢ �� �����;�� �� �9 ¨ �� ¨Q�� ��� ������ �� ���
X ∈ M(ρ)

¨
¦¢�� ������������� �� �� � Q� �¢ �� �� �¡ ����� �� ��� ���������� �� ¢������¢� � ��� ������� ��

���� ��� ���������� ��� ������� ����� �¢��
ker P = Wρ

�§¢��¢ �����¢�� ¢���� ¨ ¦¢� ����
����������� §¢��¢ §��� ���� @9� ¨�� ¨Q�� ��� �¢� ����������

a10
0 = 1 §��� �¢� �©� ������

λµ
�

�¢� ���������
φ

�� �9 ¨ �� ¨Q� � ��� ��������� I �� �9 ¨ �� ¨�� ¨ � ¡ ������ �¢��� ��� ��� ������ ����
�� �¢� � ������ ��������������

ρ
� ��� �� �� ���� �� ;�� ��¢�� � ������ ��������������� ¢�����

�¢� ��� �
λµ, φ,I §¢��¢ ������� ��� �� �¢� � ��¢�� ������ �¡

a0
¨

� 2 
 ��7��5 ���� �
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¦¢� ­���� � ���� �� �¢� = ������� � ���� �� � ����
M(4, 3)

�¡ ������� �¢����
c = 1

2

¨ ­� ¢�� �
���� ��� ;���� � ��� �¢� � ������ ��������������

ρ
���� ������ �� �� �� �¢��������:�� ��

S =
1

2







1 1
√

2

1 1 −
√

2√
2 −

√
2 0







��� �¢� �©� ������






λ1

λ2

λ3






=

1

48







47

23

2






.

���� �¢��
ρ

  � ������ � ���� ��� ����� ��   �� ����������� � ¢�� ���� ��� �¢���� ��� ������� � ���
Wρ = 0

¨
¦¢� � ��

φn : C [x1, x2, x3] → C [x1, x2, x3]






x1

x2

x3






7→ 1

2







(x1 + x2)
24n+1 + (−1)n (x1 − x2)

24n+1

(x1 + x2)
24n+1 − (−1)n (x1 − x2)

24n+1

(−1)n 212n+1x24n+1
3







�� ¨Q�

�� � ��������� ��¡ ������
24n

� ¡�� ��� ��� �������� �������
n

¨
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¦¢� ����� ��¡��� ����� �� ������� �����¢ �� ������ ��� �¢� ��������� ����� �¡ M(ρ)����� �¢� ����� ��������� �� �¢� �������� ������� ¨ ­������ �¡ ����� �¢����¢ �¢�� �����¢�
����������� � §¢��¢ ����� A� ������� ��� ��� ������� � §� A�� �©����� �¢� ¡��� �¢�� �¢� �¢�������
������ �¡ �¢� ­���� � ���� �� ?��§� ���� � ¨� ¨ BQ�D� ª

X¹���� =
1

2







f + f1

f − f1√
2f2






,

�� ¨M�

§¢���

f(τ) = q−1/48
∞
∏

n=0

(

1 + qn+ 1
2

)

,

f1(τ) = q−1/48
∞
∏

n=0

(

1 − qn+ 1
2

)

,
�� ¨��

f2(τ) =
√

2q1/24
∞
∏

n=1

(1 + qn)

��� �¢� ´�� �� ¡�������� ¨ ���� �¢�� � §¢��� �������� ����� ������ � �¢� ´�� �� ¡�������� ���
��� ������������� ����� ������ � ¡�� �¢�� �����¡� �¢� ����������

f81 + f82 = f8 ,
�� ¨C��

ff1f2 =
√

2 .
�� ¨C� �

¶������� � �¢�� ��� ������� �� �¢� � ����� ���� �¢����¢

J + 744 =

(

f24 − 16
)3

f24
=

(

f241 + 16
)3

f241
=

(

f242 + 16
)3

f242
.

�� ¨��

X¹���� ¢�� � � ��� �¡ ����� Q �� ��� ; ��� ��������� � §¢��¢ � ���� �¢��
X¹���� = X(1;1) � � ¨� ¨

X(1;1) =
1

2







f + f1

f − f1√
2f2






.

�� ¨��

��������
φ1

���
φ2

��
X¹���� � ��� ��������� �¢� �������� ����� � ��� ���� �¢� ���������

φ1 (XIsing) = 25X(1;1) + X(2;1) ,
�� ¨��

φ2 (XIsing) = X(1;2) + 1176X(1;1) + 49X(2;1) ,
�� ¨��

¡��� §¢��¢ ��� �������

X(2;1) =
1

2















f25 − f251 − 25f − 25f1

f25 + f251 − 25f + 25f1

−
√

2f2
(

25 + f242
)















�� ¨��
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���

X(1;2) =
1

2















f49 − 49f25 + 49f + f491 + 49f251 + 49f1

f49 − 49f25 + 49f − f491 − 49f251 − 49f1

√
2f2

(

49 + 49f242 + f482
)















.
�� ¨Q��

¥������� ¡��� �¢� ��������� ��������

JX(1;1) = X(1;2) + X(2;1) + X(3;1) ,
�� ¨QQ�

��? ��� ���� ������� �¢� ��������� @9� ¨�� ¨C�� � �� ¨C� � ��� �� ¨�� � ��� ��������

X(3;1) =

















8f17f81 − 8f24f1 − 128f +
f72√
2

(

f39 − f391 − 16f15 − 32f151
)

8f17f81 + 8f24f1 − 128f − f72√
2

(

f39 + f391 − 16f15 + 32f151
)

f15f71
(

f24 − 16
)

− 8
√

2f2f
24

















.
�� ¨QM�

¦¢�� � §� ¢��� � ��� ���� �� ������ ��� �©�������� �¢� ���� ����
X(ξ;1) �¡ �¢� ��������� ����� ¨

���� �¢�� ¡��� �¢��� ��� � �� ������ �©������ �©��������� ¡�� �¢�
X(ξ;m) §��¢

m > 1
�� �����

�¢� ��������� �������� �9 ¨ �� ¨�� ¨
¥ ������� ¡��� �¢� �� ��� �©������ �©��������� ��� ���� �¢�

q
 �©��������

X(1;1)(τ) = qΛ







q−1 + q + q2 + 2q3 + · · ·
1 + q + q2 + q3 + · · ·
1 + q + q2 + 2q3 + · · ·






,

�� ¨Q��

X(2;1)(τ) = qΛ







2325 + 60630q + 811950q2 + 7502125q3 + · · ·
q−1 + 275 + 13250q + 235500q2 + 2558550q3+

−25 − 4121q − 102425q2 − 1331250q3 + · · ·
. . .






,

�� ¨QC �

���

X(3;1)(τ) = qΛ







94208 + 9515008q + 356765696q2 + 7853461504q3 + · · ·
−4096 − 1130496q − 63401984q2 − 1763102720q3 + · · ·

q−1 − 23 + 253q − 1794q2 + 9384q3 + · · ·






.

�� ¨Q��

� ¡ �¢��� � ����
X(1;1) � �� � � �¢� �¢������� ������ �¡ � £¤¥¦ � ����� �� �� �¢� ���� ��� §¢���

q
 �©������� �� �� ������ ��� ��� ��� �������� �������� � ������������ ����� �¢�� �¢� ��������

����� �¡ �¢������� ������� ��� ¢������ ����������� ¨

� 2 �64���4 �6���8��� ��5 5��� 
��� ����

¦¢�� ��� �� �©������ �� §¢�� �©���� �¢�
SL2(Z)

��������������
ρ

������ ���� �¢� ������ 
������ ������© ¡�������

X
� ��� ¢�§ �� �������� �� ��������� �� ¨ ¦¢�� ����� �������� �

������ �¡ ���������� 9�������� ¨
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´� ���������� § ��¢ �©������ ¢�§ �� ��������� �¢� ��������� ����� �������
X(η;1) �� �¡ 

;����� �� ���� ����� � ��� �� ������� �� �¢� ��>�������� �9������ �9 ¨ �C ¨Q�� ����� �� �¢� ¡���
������ ¨ <�� �� �� � ����� �� �� �©����� �¢���

X(η;1) ����� ?��§� �������������� ¡�������� � ���¢
�� §� ��� § ��¢ �¢� ­���� � ���� ���� ���� ��������� ¢�� � ��� ���� § ��¢ ��� �¢� � ���� �� ���
´��� ��� ��� ´ ����� � ������O � ������ �� �¢��? §� ��� �� �¢�� ���¢ ���� ����� �¡

X(η;1)

§��� � � � � ������ ¡������� ¡�� ��� �
Γ(N)

� ��� ��� �¡ �¢��� ��� � � �©������� �� ���� � �¡ �¢�
J

¡������� ���
N2 ¥���?� ¡��������

fr,s
���� � ¨� ¨ BQCD� ¨ �� ��������� �������¢ §�� ¡����§��

�� B�D � §¢� �� ;�� �� ���;� ¤��¡��� �� ¥���� ¦¢������� � ����� �©������� ¢�§ �� §���� �¢�
�¢�������� ����� �¢��� ¡�������� � �� ��������

ρ
�� ´��� ���������������

�
�¢��� � ��¢�� �¢����

� � 9���� ������� ¨
´� ��� � ��� ���������� �� �¢� � ������ ��������������

ρ
��� �¢������� ������

X
��� ���

¡��� £������� ¤��¡��� �� ¥���� ¦¢����¨ ­� �¢�� ���� �¢� ���� ������
χµ(τ)

�¡
X

¢��� �
q
 �©������� §¢��� �� �� ������ ��� ��� �������� �������� ¨ ¦¢�� �� 9���� �� �����

� §¢�� ���
�¢� ���� ������ �¡

ρ §¢��¢ � �?�� �¢�� � ����� ��O � ���� ���¢ �
ρ

� §¢��¢ ������� ��
V+

§���
� � �¢� ��������� ����� �¡ ���¢ ��� �������� �������

X
O ­���������� �� ���� �� ���������� �

����� ������ � ��¢��� ¨ ­� ���������� � ¡�� ��� ��� ����� ��
ρ

� ��� � �������� ������� ������ ��
�¡ ���¢ ��������� ����� ������

X(η;m)
������������ �� � ������ ��

Wρ
�¡ ��������� � §��� ¢���

�������
q
 �©�������� � �������� ��� ������� �¡ �¢� � �������

ρ(A)
� ¡�� ���

A ∈ SL2(Z)
� ��� �� �¢�

�������� �� ;���
Q[e2πi/N ]

� ��� �� �������� �¢�
`
 �¢ ������ ����� ���¢��� � ¡�� ���

`
������ �

��
N

� ������� ����� �� ����� �� �¢� � ����©
S

� �9����
ρ

(

` 0

0 `−1

)

S
���� B�D ¡�� � ��� ������� ���

�¢� ����¡ � ¨ ¦¢��� ���������� ��� ����� �������� �����;�� �� ��� £������� ¤��¡��� �� ¥����
¦¢���� BMD ¨ ���������� �¡ �¢���

q
 �©�������� ���� � � ��� ��� ���� �� ���������� � ���¢���¢

�� �� ���� �� ����¡� �¢�� � ������
S

¢�� � �������� � ������� ����������� § ��¢ ���������� Q � ��
X ∈ M(ρ)

��� ¢��� � ��� ��������
q
 �©������� ¨ �� �¢� �©������ �� �������� � ��� �

���������� � ��� ������� ��� �� ������ ��� §���� � � ���� ����������� �� ���������� ¨
¤��������� �� ��� �© ������ §� A�� ���� � �¢�

q
 �©�������� �¡ �¢� ��������� ����� �������

X(η;1) ¢��� � ��� ���¢�� ���������� ��� �������� � ���������� ���� ������� � �� ����������� ��
���� ������ ¡��� �¢�

q−1 ��� �������� ���� � � �� ��� � ������ ¨ ­� �¢�� � ������� �¢���� ���� O
¦¢� �������� �¡ �¢� ���������� ��� ���������� ¡�� ¢���� ���¢�� ����¡���� � �� �9����������

�¢� � ������ ��������������� ��� ��� ¡��� 9������  ������� �¡ ;���� ������ � �� ������¢�¡�� 
§��� � ��� �¢�� �¢�� ������ � ����� ¡�� ��� �¡ �©������ §¢��¢ ��� � � §��?�� ��� 9����
�©�������� B�D ¨

µ�� � ������� ���������������
ρ

������� ��� ������� � �§��� �¡ M� ��� � ��� �©���������
�¢�� ��¢��� BQ�D ¨ ��� �¢��� �� ��� §�� �� ����� ¡��� �¢� � ���� �¡ ���§ ���������� ¢���O
¤�� �¢��� �©��������� � ������ ��������������� � � �����:�� �� � £������� ¤��¡��� �� ¥����
¦¢����O
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